Kolokwium z Rachunku prawdopodobienistwa IT — 14.12.2022

Sposréd ponizszych zadan prosze wybraé 5. Za kaide zadanie mosna uzyskaé maksymalnie 10 punk-
tow. W przypadku oddania 6 zadari, do oceny bedzie sie liczyé 5 ocenionych najnizej.

Rozwigzania poszczegdlnych zadan prosze oddawaé na oddzielnych kartkach, podpisanych imieniem
i nazwiskiem (drukowanymi literami) oraz numerem indeksu.

Odpowiedzi prosze udzielad w postaci zwartych wzoréw. Mogq byé wyrazone w terminach dystrybu-
anty standardowej zmiennej gaussowskiej. Nalezy precyzyjnie uzasadniaé rozwigzania, powolujgc sie
na odpowiednie fakty z wykladu lub cwiczen.

Al

A2

A3

A4

A5

A6

Niech X, bedzie n-wymiarowym wektorem losowym o rozkladzie jednostajnym na kuli w R”
o srodku 0 i promieniu 1. Niech R, bedzie odlegloécia X, od 0.

a) Wykazaé, ze R, zbiega do 1 wedlug prawdopodobiefistwa.

b) Czy ciag Y, = n(l — Ry) jest zbiezny wedlug rozkladu? Jesli tak — wyznaczy¢ granice,
w przeciwnym przypadku — uzasadnié brak zbieznosci.

Niech p bedzie rozkladem prawdopodobiefstwa na R.

a) Niech Z, = (X,,Y,),n =1,2,..., beda dwuwymiarowymi wektorami losowymi, takimi ze X,
oraz Yn, maja rozklad p. Wykazaé, ze z ciagu (Z,)n>1 mozna wybraé podciag zbiezny wedlug
rozkladu.

b) Zalézmy, ze miara probabilistyczna y ma te wiasnosé, ze kazdy ciag (Zn)n>1 dwuwymiarowych
wektoréw losowych Z,, = (X5, Y;), taki ze jego wspéirzedne X,, i Y, maja dla kazdego n rozklad
K, jest zbiezny wedtug rozktadu. Wykazaé, ze u = 4, dla pewnej liczby a € R.

a) Wykaza¢, 7e funkcja o(t) = Le~12t° +2 cos(2t) jest funkeja charakterystyczna pewnej zmiennej
losowe;j.

b) Niech (Z,)n31 bedzie takim ciggiem zmiennych losowych, ze dla kazdego ¢ > 0 zachodzi
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gdzie ¢z, oznacza funkcjg charakterystyczng zmiennej losowej Z,. Czy cigg (Ee~%4r Jn>1 jest
zbiezny? Jesli tak — wyznaczy¢ granice, w przeciwnym przypadku — uzasadnié brak zbieznoéci.

Rozwazmy ciag niezaleinych zmiennych losowych Xi, Xo,..., taki ze zmienna X; ma rozklad
wykladniczy z parametrem 1/k. Niech S, = Xi + ...+ X,. Czy ciag zmiennych losowych
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Jest zbiezny wedlug rozkladu? Jesli tak — wyznaczy¢ granice, w przeciwnym przypadku — uza-
sadni¢ brak zbieznosci.

Rzucamy kostka do momentu, gdy suma wyrzuconych oczek przekroczy 35300. Obliczyé w przy-
blizeniu prawdopodobienstwo, ze rzucimy wiecej niz 10000 razy.

Niech Xo, X1, ... bedzie ciagiem i.i.d. zmiennych losowych o funkcji charakterystycznej ¢ spel-
niajacej ¢'(0) = 0, ¢”(0) = —3. Niech ponadto F, = 0(Xo,...,X,) dlan=1,2,....
a) Wykazaé, ze ciag M, = 31, X;_1X;, n > 1, jest martyngalem wzgledem filtracji (Fp)n>1-

b) Znalez¢ liczbe o, taka ze ciag N, = M? — QE?;II X2, n > 1, jest martyngalem wzgledem
filtracji (Fn)nz1.



